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PARTIKELVAGT - fra svingende linealer til chip-laboratoriet i leegeveerelset

@velsen forudsatter kendskab til svingningstiden for harmonisk svingning (Fysik A-niveau).
@velsen kan ogsa udfares af ingenigrstuderende, som kender diff. ligninger og linear algebra.

@velsen handler om vejning ved hjeelp af svingninger. Du kender maske fe&enomenet fra
legepladsen, hvor man kan satte sig pa fjedrende dyr. Jo tungere man er, desto langsommere
svinger systemet. Astronauter bruger denne metode, nar de skal veje sig i rummet i veegtles tilstand,
hvor en badevegt ikke fungerer.

Pa mikroplan kan princippet bruges til vejning af meget sma stofmangder, der kan vaere
smapartikler eller biologisk interessante molekyler. Stoffet sattes pa en lille bjelke (bladfjeder,
eng. cantilever), som sattes i svingning. Nar bjaelkens fjederkonstant kendes, kan massen af stoffet
beregnes ud fra svingningstiden. Svingningstiden males ved hjelp af strain gauges, som er
treekfelsomme modstande, der er klistret fast pa bjeelken. Pa figur 1 er princippet illustreret i en
partikelveegt til indbygning i et chip-laboratorium (Lab-on-a-chip), som laegen kan have til
blodprgvetest, sa man undgar at skulle sende praven til hospitalet og vente pa svar. Pa hver bjaelke
sidder forskellige antistoffer, der binder specikke molekyler, som man er interesseret i. Nar
molekyler bindes til en bjaelke, vokser dens svingningstid, og man kan veje stofmangden og
dermed bestemme koncentrationen af stoffet i blodet. Ideen er, at chip-laboratoriet skal
masseproduceres, sa der eventuelt kan blive tale om engangsudstyr, hvor man sparer omkostninger
til sterilisering.

Figur 1. Partikelvaegt til chip-laboratorium. En blodpreve skylles gennem kanalen og bjaelker med
specifikke modtagere (antistoffer) opfanger specifikke molekyler. Nedbgjningen af bjeelkerne males
med straekningsfglsomme modstande (tgjningsmalere™, eng. strain gauges). Tgjningsmalerne er de
snoede orangegule ledningsbaner. Figur 2. Bladfjeder med mikropartikel.
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Opstilling

| Nanoteket skal du male pa en makroskopisk model af systemet. Bjalken udggares af en lineal
fastspaendt til et bord. Pa linealen kan et jernlod fastgeres i forskellige positioner med magneter.
Jernloddet forestiller den partikel eller det molekyle man vil veje. Tgjningsmalere (strain gauges) er
palimet pa oversiden og pa undersiden af linealen og koblet elektrisk i en Wheatstone-bro med to
andre modstande. Systemet sattes i svingning og svingningstiden males ud fra den variende
spaending over oversidens og undersidens tgjningsmalere. Ved hjalp af svingningstiden kan masse
eller position af jernloddet bestemmes.
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Figur 3a. Svingende bjalke med benyttede symboler. Nedbgjningen z males ved M
Teori

Svingningstiden T for systemet opfylder med god tilnzermelse

, 167°Ma®  487%u*
T = st 3 !
Ebh a"Ebh

hvor 1)

M = partiklens masse

a = partiklens afstand fra fastspandingsstedet

E = bjaelkens elasticitetsmodul = 16 GPa for ask, 14 for bgg, begge langs arene
b = bjeelkens bredde

h = bjeelkens hgjde

4 = bjeelkens masse pr. lengdeenhed

L = bjeelkens frie lengde

a =1,875 er den mindste lgsning til ligningen cosa -cosha = -1

Udledelsen af udtrykket for T er givet nedenfor. Blandt andet indgar, at nedbgjningen z af bjaelken
malt ved partiklens position a i ligevaegtstilstanden (hvile) afhaenger af a i 3. potens.

nan@ieket
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4Mg ,
7= a’, =9,82 N/k
Ebh* 9 g

(2)

Forsggets udfarelse

1. Nedbgjningens afhangighed af partikelpositionen (2) undersgges eksperimentelt i en separat
opstilling og en forelgbig veerdi for E bestemmes.

2. For den fastspandte lineal males svingningstiden uden partikel og en ny veerdi for E
bestemmes fra (1).

3. Svingningstiden for fast L undersgges for varierende masse, hhv. position af kendt partikel.

4. Plot (M, T?) og (a° T ?) og bestem fitteparametre.

5. En ukendt partikel placeres pa kendt sted, svingsningstiden males og massen beregnes

6. En kendt partikel placeres pa ukendt sted, svingningstiden males og positionen beregnes.

7. Eventuelt: Teori og maling udvides til at omfatte flere partikler pa en gang.

Konklusion: Er teorien fornuftig? Hvor ngjagtigt kan man skelne?

Teori for SVINGENDE BJALKE. Gymnasieniveau

4

Figur 3b. Nedbgjning af en bjeelke fastspeendt i den ene ende og belastet i den anden.

Forestil dig en malestok (treelineal), der er spaendt fast vandret pa et bord, sa den rager ud over
kanten. Det tekniske udtryk er en homogen bjalke. En klump (partikel) laeegges pa linealen. | den
situation viser sig at gelde for smé nedbgjninger'?, at hvis bjelken pavirkes af en kraft F i
afstanden a fra fastspaendingsstedet, vil nedbgjningen z veere

3
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hvor E er materialets elasticitetsmodul (dvs. den indre spaending er E - AL/ L ved en relativ
forleengelse AL/L) og | er tveersnittets inertimoment (omkring en vandret akse midt i
malestokken). | er defineret som

h/2

I =b jzzdz ,
-h/2
(4)
hvor b er bjeelkens bredde og h er dens hgjde.

Opgave 1: a. Visat | = %th. (5)

b. Beregn den indre spanding i ask for en relativ forlengelse pa 1%.

Opgave 2: Geor rede for at sammenhangen mellem kraft og nedbgjning i (3) er som for en elastisk

kraft med fjederkonstant k = El %. (6)

Svingningstiden for systemet, hvis der kun tages hensyn til Klumpens masse og bjelkens stivhed.

Fra teorien for harmonisk svingning af en fjeder med lod kendes svingningstiden

T, = 2ﬂ\/¥ , @)

hvor M er massen af det legeme, der svinger i fjederen.
Opgave 3: Benyt (7), (6) og (5) til at vise, at

12 _ 167°Ma’

' Eph® ®

Svingningstiden for systemet, hvis der kun tages hensyn til bjeelkens masse og stivhed

For en homogen bjalke, er vinkel-egenfrekvensen @ = 2z f - hvor f er frekvensen — givet? ved

“El
w? = OtL4lu 1 9)

hvor o =1,875... er den mindste lgsning til ligningen cos« -cosha = -1, mens L er bjelkens
leengde og « er dens masse pr. leengdeenhed.
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Fra teorien for harmonisk svingning kendes sammenhangen mellem vinkelfrekvens og
svingningstid T,_

o-T =2r, (10)
hvor T, her er svingningstiden for en bjaelke med fri l&engde L.

Opgave 4: Vis at

487° ul!
T2=—""—. 11
" a*Ebh® (1)
Ved at indfere bjeelkens massefylde p og tvaersnitsareal A, kan dette eventuelt omskrives til

487° pl*
T= a*Eh? (12)

Opgave 5: Vis dette. Vink: Brug ¢ =m/L, hvor m er bjeelkens masse, som kan findes ud fra dens
massefylde og dens rumfang. Bemark af (12), at breddeafhangigheden i (11) kun er tilsyneladende.

Svingningstid for bjeelke med masseklump
Vi benytter Dunkerleys princip (1895) for svingende systemer bestaende af en aksel med skiver pa.

Akslen svarer til bjeelken og skiverne svarer til de partikler, man leegger pa den. Dunkerleys princip
udtaler sig om den laveste egenfrekvens for det svingende system. Man har**®

1 1 1 1 1

— et —t—+..+—, 13
P (13)
hvor

o, = vinkel-egenfrekvensen for systemet, hvis der kun tages hensyn til bjeelkens masse og stivhed

o, = vinkel-egenfrekvensen for systemet, hvis der kun tages hensyn til den i’te partikels masse og
bjeelkens stivhed.

For en bjeelke understattet i begge ender og med en klump med masse M pa midten er fejlen starst
for M /m=0.5, hvor m = L er massen af bjelken. Fejlen pa egenfrekvensen @ er da kun 0,2 %.

Som relation mellem svingningstider giver Dunkerleys princip nu

167°Ma®  48z° ul’
T?=T2+T}2 = +
oot Ebh® a*Ebh® (

B 167°Ma*®  487°pl*

+ . 14
Ebh® a’Eh? ) (14)
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Opgave 6: a. Omskriv Dunkerleys princip (13) til en relation mellem kvadratet pa
svingningstiderne ved at benytte (10) b. Udled (14) ved at benytte (8) og (11).

Bemark at seriekobling af fjedre er et eksempel pa Dunkerleys princip. Her har man for to fjedre
med fjederkonstanter ki og ks, at systemets fjederkonstant er bestemt ved

1. 1,1 (15)
k k k,
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SVINGENDE BJZALKE. Maletekniske problemstillinger for ingenigrstuderende

Opgave 7: Usikkerhed. Undersgg ved hjeelp af fejlophobningsloven, hvor ngjagtigt man kan
bestemme henholdsvis masse og position af en partikel ud fra aktuelle usikkerheder pa alle malte
starrelser.

Opgave 8. Frekvensbestemmelse. Signalet fra tgjningsmalerne (strain gaugene) viser en deempet
svingning, som analyseres med LabVIEWSs funktion til ”Extract single tone information”.
Spargsmalet er, om den uddragne frekvens pavirkes af deempningsfaktoren. Med andre ord: Hvis
man registrerer en amplitudeafhangig i frekvens, er det sa en reel maling eller er det en kunstighed,
som skyldes analysemetoden? Kunstigheden kunne tenkes at opsta, fordi man kun analyserer et
bestemt tidsvindue af signalet. Efterhanden som svingningen klinger af, rykker dette tidsvindue
mod hgjre svarende til lavere og lavere amplitude.

Problemet kan angribes praktisk ved at eksperimentere med forskellige tidsvinduer og teoretisk
ved at se pa Fouriertransformationer. Men isaer kan det angribes bade eksperimentelt og teoretisk
ved at sammenligne starrelsen af en eventuel amplitudeafhangighed med en vurdering ud fra den
opstillede teori nedenfor. Det kan gares ved at sammenligne de effektive fjederkonstanter fra hhv.
(3) og (30) og den deraf fglgende indflydelse pa svingningstiden i (8).

Opgave 9. Eventuelt. Overtoner. Teori og maling udvides med overtoner til samtidig bestemmelse
af veegt og position.

SVINGENDE BJALKE. Teori for ingenigrstuderende

Teorien ovenfor kombinerer to resultater for svingningstider, som vi nu vil udlede. Nemlig for hhv.
en massiv bjaelke uden partikel og en partikel pa en masselgs bjalke.

| 5/
T// - a __1./ J| h
e - - i
\__'_’;__ 5 = T;___’;, N i( ye e _i_/ '_,)
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Figur 4. Lokal krumningsradius mm. for nedbgjet bjeelke.
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Masselgs bjeelke med partikel

Vi antager (kun), at belastningen foregar lodret, sa der vil vaere en neutral linie midt i bjeelken med
samme laengde a, som den ubelastede bjalke, og vi antager, at nedbgjningen er sa lille, at vi kan se
bort fra @ndringer i formen pa bjaelkens tvarsnit. Vi antager i gvrigt ikke noget om formen pa den
neutrale linie. (Den er ikke en del af en cirkelbue). Teorien, som gennemgas i dette afsnitY er af J.
Bernoulli og fra ca 1700, usikkerhed om det er Jakob (1654-1705) eller Johann (1667-1748). Den er
nyligt videreudviklet® af Edgardo Solano Carillo (2006).

Den lokale krumningsradius betegnes med p i positionen X, hvor den neutrale linie er nedbgjet til

koordinaten z. Som resultat af nedbgjningen vil materialet over linien blive strukket og under, vil
det blive presset sammen. Den relative l&engdeandring, tgjningen (strain’et), bliver med figurens
betegnelser

AdX:(p+Z)d9—pd9:Z%:£. (16)
dx dx dx p

Ifglge definitionen af Youngs modul, E, vil den kraft df, der virker pa et areal dzdy af tveersnittet
veere givet ved

df _E Adx | (17)
dzdy dx
idet df /dzdy er spaendingen (stress’et) og Adx/dxer tgjningen (strain’et). Med (16) fas sa
df = EZdzdy . (18)
Yo,
Starrelsen af det samlede kraftmoment M pa tvaersnittet pa grund af de (indre) spandinger i
positionen x findes nu ved integration
b/2 hil2
|M|:Izdf:EI Izzdzdy:El, (19)
p—b/2—h/2 p
hvor tvaersnittets inertimoment | er defineret ved
b/2 hi2
= [ [2*dzdy (20)
-b/2-h/2

Det er et inertimoment omkring en vandret akse vinkelret pa den neutrale linie (parallel med y-
aksen). Nemlig den akse omkring hvilken, kraftmomentet M vil sgge at dreje tvaersnittet tilbage
mod uret.
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Den spandte og nedbgjede bjalke vil vaere i ligevaegt, nar kraftmomenterne fra de indre spaendinger
opvejes af det modsatrettede moment fra en ydre belastning. Placeres en lille ydre belastning F for
enden af bjeelken med lzengde a, vil den i positionen x levere et kraftmoment F(a — x) pa det

betragtede tveersnit. Med (19) giver det fglgende ligevagtsbetingelse for kraftmomenterne

Bl Fa-x. (21)
P

Vi mangler nu et udtryk for krumningsradiussen. Krumningen er defineret i figur 5.

Figur 5. Definition af krumning og krumningsradius.

Med figurens betegnelser far vi kurveelementet ds givet ved

ds = dx? +dz? = ,/1+(%)2dx: 1+ (F'(x))2dx. (22)

Pr definition af krumningsradius har vi ogsa
ds = p(s)-déa(s), (23)
hvor tangentvinklen er givet ved 0(s) =tan*(f'(x)) (24)

Med ds/dx fra (22) fas ved hjelp af keedereglen

1 _da(s)zda(s),%zw.iziaaﬂ1(f'(X)))~ =

p(s) s dx ds dx (ﬁ) 1+(f '(X))2 '

dx

(25)
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Resultatet er

1)

- 2\3/2 (26)
p(s) A+ (f'(x)%)

For sma nedbgjninger afviger den neutrale linie kun lidt fra vandret, sa vi kan satte f'(x) ~ 0. For
afbgjning nedad (z < 0) har vi dermed

1 N d?z
~—f"(X)=——.
p(s) dx

(27)

Indszetter vi dette udtryk for krumningen i momentbalancen (21), far vi falgende differentialligning
til bestemmelse af kurven for den neutrale linie

e :‘E("" X)- (28)

Vi integrerer to gange, benytter randbetingelserne z(0) = 0 og z’(0) = 0 og far

= _i (ai _ X_) (29)

som for x = a giver det i (3) anfarte resultat for nedbgjningen
Z=——"—. (3)

Til sammenligning anfares her resultatet®, nar man tager hgjde for, at f'(x) ikke er 0.

__F (@-6)°
TR 3 { 4(EI)(a 2 +} (30)

Korrektionen & er forkortningen af bjelkens projektion pa vandret, se figur 6. Dvs. (3) giver en
god tilneermelse, hvis man begraenser sig til belastninger F, der er sma i forhold til
bgjningsstivheden EI, og hvis man for a benytter lzengden af bjeelkens vandrette projektion.

R = e o

‘—-H——_‘——-—-—:_._:_‘_":_'_T_;“"—--:__H:‘ e --:
MJ

—\_.,,‘|¢q:""

é
Figur 6. Forkortningen af bjeelkens vandrette projektion haenger sammen med nedbgjningen.

Opgave 10. Giv et skan over stgrrelsen af ¢, hvis en 95 cm lang bjeelke nedbgjes 5 cm. Giv et skan
over den relative endring i effektiv fjederkonstant og svingningstid ifalge (6) og (8).
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Massiv bjeelke uden partikel

Vi skal her finde egenfrekvensen for en svingende homogen bjealke. Egenfrekvensen er bestemt af
bjelkens dimensioner i et samspil med dens masse pr. leengdeenhed « og dens bgjningsstivhed ElI.

Vi antager, at bjeelken er homogen, og at udsvingene fra ligeveegtsstillingen er sa sma, at
tveersnittets form forbliver konstant. Vi antager endvidere, at materialeudvidelserne i
leengderetningen over den neutrale linie og sammenpresningerne under er sa sma, at
elasticitetsmodulet forbliver konstant.

o —
' _ 7 =
/ﬂ_T i____{_ | (! S SSear
— | : | | __‘_,_f-’__r__; — e
4 1 { _!/-” —
;| :I [_,__ll/f:ff-r’ “ L
i LJ_L"__ o~
=
- Al ¢

Figur 7. Definition af bjeelkeelement med forskydning u(x,t), masse pr. lengdeenhed ., ydre
belastning f(x,t), aksial spaending T, bgjningsstivhed El og stedkoordinat x.

Vi beskriver bjeelkens svingninger i lodret plan ved en funktion af sted og tid, se figur 7. Dvs. den
lokale udbgjning er beskrevet ved

z =u(x,t). (31)

Funktionens gjebliksveerdi er bjelkens gjeblikkelige facon langs den neutrale linie, ogsa kaldet den
neutrale fiber. Beveaegelsen af et bjeelkeelement opfylder Newtons 2. lov, som for en tynd bjeelke i
det almene tilfzlde,” far bidrag fra den ydre belastning langs bjalken, fra deempningen og fra de to
elastiske kreefter, som skyldes henholdsvis den aksiale spaending og fra bgjningsstivheden

acc  ydre last spaending
T fe)-p s 2 g2y 2 g O, (31)
Horr = VT Tt Taxt ax’ axtt ox?
dempning bgjning

For en ubelastet bjelke er f = 0, og hvis bjaelken er fri i den ene ende, kan vi ogsa satte den aksiale
spaending T = 0. Endelig vil vi betragte tilfeldet uden deempning, dvs. D = 0. Vi antager, at
deformationen af bjaelkens tvarsnit er sa lille, at vi kan regne bgjningsstivheden EI konstant.
Dermed reducerer (31) til

2 4
ou E o'u

U _ 32
'uat2 ox* (32)
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Vi sgger harmoniske lgsninger af formen?
u(x,t) = z(x) - cos(wt + @) , (33)

hvor z(x) kaldes egenfunktioner. Ideen i faktoriseringen (33) er, at vi beskriver bjelkens svingning,
som en harmonisk svingning med bestemte "indhyldningsformer” z(x). Egenfunktionerne er altsa
lokale amplituder, idet cosinusfaktoren varierer mellem -1 og +1. Med andre ord: Vi har her en
generalisering af de stdende svingninger, som vi kender fra den svingende streng.
Egenfrekvenserne, som er bestemt af vinkelfrekvenserne @, kan da beskrives ved et samspil med
de betingelser, der fastleegger egenfunktionerne. Indszttes (33) i (32) far man falgende
differentialligning til fastleeggelse af egenfunktionerne

pw’z=Elz" (34)

Den generelle Igsning til (34) kan skrives p& formen? Matematikreference mangler)

z(x) = C, sin(y x) + C, cos(y x) + C, sinh(y x) + C, cosh(y x) (35)
Da (34) er en 4. ordens differentialligning, har vi brug for 4 randbetingelser. De er som leger2'5)

Fastspandt ende z=0, z2'=0 (36)
Her ligger positionen fast og hastigheden er nul.

Frie ende El z"=0, (El z")' (37)
Her er bgjningsmomentet og dets afledede nul.

Opgave 11. Vis ved indszttelse af (35) i (34), at samspillet mellem vinkelegenfrekvensen @ og
“formkoefficienten” y er givet ved

v =’ ul(El (38)

Opgave 12. Lineer algebra. Opskriv, ved at benytte randbetingelserne, betingelsen for, at (34) har
egentlige lgsninger, dvs. lgsninger, hvor ikke alle fire C’er i (35) er nul. Brug denne betingelse til at
finde det i (9) anfarte udtryk for den laveste egenfrekvens

*El
w? = 05L4lu 1 9)

hvora = y L =1,875... er den mindste lgsning til ligningen cosa -cosha =-1.

Konklusion

Hermed har vi redegjort for formlen (1) til beskrivelse af svingningstiden for en tynd bjeelke
belastet med en partikel. Teorien for partikelvaegten bygger pa bjelkens egensvingning styret af
Newtons 2. lov ifglge (34) og teorien for harmoniske svingninger af massebelastede fjedre ifalge
(7), som ogsa er et resultat af Newtons 2. lov.

Rettelser til ole.trinhammer@fysik.dtu.dk, 45 25 32 12 no n Q'o Te KeT




